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Uber die Entstehung

des dynamischen Aufiriebes von Tragfliigeln.")
Von HERBERT WAGNER in Berlin.

In dieser Arbeit wird das nichtstationfire ebene Problem der Bewegung eines
Kirpers mit einer Kante in Fliissigheit behandelt.

Urspriinglich sel dieser Kirper und die als unzusammendriickbar und reibungsirei
vorausgesetzte Fliissigkeit in Rube, dann werde der K&rper in Bewegung gesetzt. Aus
der Bedingung, daB die Geschwindigkeit der Flilssigkeit im- ganzen zeit-
lichen Verlau! des Bewegungsvorganges an der Kante des Ktrpers endlich
sein muB, ergibt sich die AblSsung einer Helmholtzschen Unstet:gkeitefliohe
von der Kante des Kirpers und die Entstehung einer Zirkunlation um den
Kbrper?. Diese Unstetigkeitsfliche wird fiir den Fall der Bewegung einer ebenen
Platte, deren Vorderkante gerundet gedacht ist und deren Anstellwinkel als klein vorans-
gesetzt wird, berechnet,

Es wird ferner gezeigt, welche Krafiwirkung ein in der Flissigkeit bewegter
Edrper erfibrt, wenn Wirbel vorbhanden sind (nichtstationires riumliches
Problem). Diese Kraftwirkung ist im allgemeinen von der Kontur und der Geschwindig-
keit des K&rpers, sowie von der Lage, ‘Geschwindigkeit und Wirbelstirke der Wirbel
abhingig. Sind jedoch beim ebenen Problem die Wirbel hinreichend (unendlich) weit
vom Kbrper entfernt, so st diese Kraft von der Kontur des Korpers unabhlingig; der
Kirper erfihrt dann den bereits von Lord Kelvin bereschneten dynamischen Auftrieb
P. = ¢ I'v,. Hierin bedeutet P: die Auftriebskraft pro Lingeneinheit (Auftriebsdichte),
¢ die Dichte der Fliissigkeit, I" die Zirkulation um den Kérper, v, die relative Geschwindig-
keit zwischen dem Schwerpunkt der Wirbelfiden und dem Korper, Die Fliissighkeits-

bewegung dar! daher nicht als stationir vorausgesetzt werden (denn das wiirde bedeuten,
daf man v, = 0 setat)?)

Die Kraltwirkung, welche die Piaite erfihrt, wird als Funktion des von der Platte
zuriickgelegten Weges berechnet; dabei wird die im allgemeinen zeitlich verinderliche
Geschwindigkeit der Platte als gegeben vorausgesetzt, Diese Berechnung wird fiir den
Fall der plitelich mit dann konstant bleibender Geschwindigkeit in Bewegang gesetzien
Platte und fiir den Fall der mit konstanter Beschleunigung bewegten Platte zahlenmi8ig
ausgewertet. Im ersten Fall ergibt sich, daf (nach dem Anfireten einer impulsiven Krait
bei Erzeugung der Bewegung) der Aufirieb kurz nach Begion der Bewegung halb so grof
ist wie nach unendlich langer Bewegung, im Verlau! der Bewegung stetig steigt und sich
asymptotisch letzterem Wert niihert. Von der Berechnung des Bewegungswiderstandes, der

bei unendlich kleinem Amstellwinkel unendlich klein von zwelter Ordnung ist, worde
abgeschen.

Schlieflich wird besprochen, wie weit die Fliissigkeitsreibung die besprochenen
Bewegungszustinde wesentlich abindert.

Die in der bisherigen Literatur behandelten Probleme von Unstetigkeitsflichen *)
beziehen sich auf stationiire Vorglinge (vergl. z. B. die von Prandtl und seinen Nach-
folgern bebandelten »begleitendent Unstetigkeltsflichen bei Trigfliigeln von endlicher
Linge). Der Verfasser hat demgegeniiber versucht, die Entstehung von Unstetigkeits-
fldchen in reibungsfreier Fliissigkeit vom Anbeginn der Bewegung (nichtstationirer Zustand),

1 Auszug aus der von der Technischen Hochschule Berlin sngenommenen Dr.-Ing. - Dissertation

des Verfassers. Referenten: Prof, Dr.-Ing. Hoff und Prof. Dr Hamel. Vorgetragen auf der Versammlung
in Innsbruck am 26. September 1924.

2, Zur Erklirung der Entstehung der Auftriebskraft, die eln solcher Eorper erfihrt, brauchen
wir daher die Flussigkeltsreibung nicht heranzuziehen.

% R. Grammel, Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges, Braunschwelg 1917, B. 108,
seizt die relstive Geschwindigkelt zwischen Wirbelfiiden und Tragfligal gleich Null. Dies ist mit Obigem
nicht vertrigiech. Die Feststellung Grammels, daf der abgeliste Wirbelfaden eine Eraftwirkung
erfithrt, widerspricht demn Helmholtzschen Wirbelsitzen.

%) Die Arbeit des Herrn Prof. Prandtl (Vortrag Innsbruck 1922) ist dem Verfasser erst nach
Fertigstellung dieser Arbeit bekannt geworden. Vergl. auch W. Birnbaum dieser Zeitschr. 8, 8. 200
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insbesondere fiir den Fall eines Tragfliigels, zu berechnen. Aus dieser Betrachtang ergibt
sich auch fiir einen Sonderfall zum ersten Mal der rechnerische Nachweis fiir die Ent-
stehung eines Potentialwirbels.

1. Allgemeines fiber die Fliissigkeiisbewegung um einen Kérper mit einer
Kante." Wir fassen das ebene (zweidimensionale) Problem der Fliissigkeisbewegung um
einen Kirper mit einer Kante ins Auge. Von dem Vorhandensein einer eingepriigten Kraf
wird abgeseben. Die Fliissigkeit wird als unzusammendriickbar vorausgeselzt, der Einfluf
der Fliissigkeitsreibung vernachlissigt.

Ein rubender, zylindrischer Rérper ohne Kante sei von iiberall ruhender Fliissigkeit
umgeben, die Fiiissigkeit nach allen Seiten unendlich ausgedehnt. Da sie iiberall ruht,
ist aunch die Rptation der Geschwindigkeit und die Zirkulation in allen geschlossenen
Kurven Null.

Der Kbrper werde jetzt in Bewegung geseizt; die Bewegung der Fliissigkeit bleibt
dann nach den Helmholtzschen Wirbelsiizen drebungsfrei, Da der Kérper keine Kante
hat, muf die Fliissigkeitsbewegung stetig bleiben, wie Hadamard') bewiesen hat. Eine
Zirkulation kann um den Kéiper nicht entstehen?). Das stetige und drehungsfreie Ge-
sohwindigkeitsfeld der Fliissigkeit ist nun durch die Angabe der Bewegung der Grenzen,
in unserem Fall durch die Angabe®der Geschwindigkeit des Kérpers, eindeatig bestimmt ?),

Jetzt wollen wir voraussetzen, daB der Ebrper eine Kante besitzt. Anfinglich
selen wieder Korper und Fliissigkeit in Ruhe, dann werde der Korper in Bewegung
gesetzt. Wiirden wir die Fliissigkeitshewegung wieder als stetig voraussetzen ), 80
kfnnte auch in diesem Fall keine Zirkulation entstehen?). Diese eindeutig bestimmte
zirkulationsfrele Fliissigkeitsbewegung wiirde aber (im allgemeinen) an der Kante des
Kérpers eine unendlich grofe Geschwindigkeit besitzen |). Einer unendlich groSen Ge-
schwindigkeit entspricht jedoech unendlich grofier negativer Druck, der in Fliissigkeit nicht
auftreten kann.

Wir setzen demnach zur Berechnung der Stromung die Bedingung, daB die
Geschwindigkeit der Fliissigkeit an der Kante des Korpers im ganzen gzeitlichen Verlauf
der Stromung endlich sein soll. Die stetige und drehungsfreie Bewegung der Fliissigkeit
besitzt aber eine unendlich groBe Geschwindigkeit an der Kante des Kirpers; wir miissen
lolglich die Bedingung der Stetigkeit fallen lassen. Dies ist zuliissig, da durch die Kante
die (hinreichende) Bedingung zur Ablbsung einer Unstetigkeitsfliche gegebén ist®). Wir
nehmen also die Ablésung einer Unstetigkeitsfliche von der Kante des Kor-
pers an. Die Zirkolation in allen Eurven, welche Korper und Unstetigkeitsfliiche voll-
stiindig umschliefien, muf dabei im ganzen zeitlichen Verlauf der Btrémung Null bleiben ?),

Zwecks Berechnung der Strémung bilden wir die Stromung um den K&rper mit
der Kante in einer Weise konform ab, daf die Abbildung der Kontur keine Kante besitzt.
Der der Kante X entsprechende Punkt der Abbildung sei K. Da die VergrBerung durch
die Abbildung in diesem Punkt unendlich ist, entspricht jeder endlichen Geschwindigkeit
im Punkte X' im System der Abbildung eine unendlich grofie Geschwindigkeit an der
Kante K im urspriinglichen System. Die Geschwindigkeit an der Kante K des Korpers
goll endlich sein; folglich setzen wir fiir den ganzen zeitlichen Verlaut der Strémung die
Geschwindigkeit der Fliissigkeit im Punkte K’ der Abbildung gleich Null
Dies gibt une fiir jeden Augenblick der Bewegung die Bedingung zur Berechnung der
Grie der Unstetigkeit der an der Kante K entrtehenden Unstetigkeitstiiche; die Bewegung
der bereits gebildeten Teile der Unstetigkeitsfliche ist entsprechend den Helmholtzschen
Wirbelsiitzen berechenbar.

Von einem Kérper mit n Kanten lésen sich n Unstetigkeitsfliichen ab; zur Berech-
nung dieser Unstetigkeitsflichen miiften wir die n Bedingungen bentitzen, da8 an allen
n Kanten des Kiorpers die Geschwindigkeit der Flissigkeit im ganzen zeitlichen Verlanf
der Stromung endlich sein muB.

) Hadamard, Legons hydrodynamiques, Parls 1908, Anhang.

) Lamb, Hydrodynamik, deatsch von Friedel, 1807, 8. 44.

% Lamb, 1 c. 8. 50.

) Wir wollen In dieser Arbeit alle Gesehwindigkeitsfelder als »stetig«< bezeichnen, die inner-
halb der Flussigkeit stetiz sind, glelehgilltig, ob an der Grenze der Flissigkelt (alsc z. B. an einer
Eante des Korpers) die Geschwindigkeit unendlich groB ist oder micht.

) Helmboltz, Monatsber, d. Kgl. Preus. Akad. d. Wiss. 1868, S, 219,

) Helmholtz, L c. 1868 8. 217 bis 219,
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Es 1iBt sich vermuten, daf auch beim r¥umlichen Problem der Bewegung eines
Kirpers mit einer Kante in reibungsfreier Fliissigkeit die entstehende unstetige Fliissigkeits-
bewegung sich eindeutig bestimmt auf Grund der Bedingung berechnen 148t, daB in jedem
Augenblick lings der ganzen Kante die Geschwindigkeit der Flilssigkeit endlich ist.

2. Ansatz fiir die Berechnung der nichistationiren ebenen Sirémung um
eine Platte. Wir setzen voraus, daB die ebene Platte eine reine Translationsbewegung
ausfithre (sich nicht drehe)'). Zeitliche Aenderungen des Anstellwinkels 8 der Plalte
werden also durch Aenderungen in der Richtung der Bahn hervorgerufen.

Die Vorderkante der Platte denken wir uns gerundet und so die unendlich grofe
Geschwindigkeit der Flilssigkeit an dieser Stelle vermieden. Die folgende Berechnung
der Strdmung um die Platte mit scharfer Vorderkante ist als Niherunglsung fiir die
Stromung um die Platte mit gerundeter Vorderkante gedaoht. Die Hinterkante K der
Platte setzen wir jedoolj als scharf voraus; wir nehmen die AblGsung einer Unstetigkeits-
fliche von dieser Kante an.

Wir bezeichnen simtliche Grifen (Geschwindigkeit, Potential, usw.) im System I
der Platte mit kleinen Buchstaben, im System II der Abbildung mit den entsprechen-
den grotien Buchstaben. Zugeordnete FPunkie werden in beiden Systemen mit den
gleichen grofen Buchstaben bezeichnet und im System der Abbildung mit einem Strich
versehen.

In Abb. 1 ist ein Stiick einer Unstetigkeitsfliche im System I und das entsprechende
Sttick derselben im System Il gezeigt. Die Difierenz der Gerchwindigkeitspotentiale
zweler Punkte gibt die Strimung lings einer die beiden Punkte verbindenden Kurve an.
Bezeichnen wir mit ¢ das Geschwindigkeitspotential, so ist dle Zirkulation in einer Kurve,
welche das zwischen den Punkten P; und P; liegende Stiick der Unstetigkeitsfliche um-
schlieBt, gegeben durch: ¥ = (yu— i)

— (g3 — ¢1). Die Zirkulation I in einer .'y
Kurve, welche das zwischen den Puankten : v
Py und P, liegende entsprechende Stiick /// 4}”&

der Abbildung der Ununstetigkeitsfliche um- u
schlieBt, ist: " = (P — dp) — (g — ). ,_/”’l'l/: f g
Filr entsprechende Punkte beider Systeme A =

gilt aber beim ebenen Problem der konformen /’7]/
Abbildung: ¢ = @, Folglich:
’ r == P .
;} T
Fir
£ ¥
TF'.:
2
A \9r
e,
Abb. 1. Abb. 2,

Um entsprechende Stiicke einer Unstetigkeitsfliche ist daher die Zirkulation in beiden
Systemen die gleiche.

Zuerst betrachten wir das bekannte stetige Geschwindigkeitsteld um die Platte
(Abb. 2). Wir denken uns die Platte von der Breite 2 b in Ruhe und die Fliissigkeit
bewegt. Die Geschwindigkeit v, der Fliissigkeit im Unendlichen sei gegeben durch
ibre beiden Komponenten v., und v,,. Bezeichnen wir mit z=—2a 4+ iy die komplexe

!) Bezgl. Translation und Drehung der Platte vergl § 11.
gt
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Koordinaten der Ebene, in der die Fliissigkeitshewegung um die Platte stattfindet und mit
¥ = y, — i v, die Geschwindigkeii in komplexer Form, so ist das zirkulationsfreie, stetige
und drehungsirele Geschwindigheitsteld um die Platte gegeben durch die Gleichung?):

—_ — BV
y =0, "]f;f":;i'

Im Punkie K ist mit z => die Geschwindigkeit der Fliissigkeit unendlich grof.

Wir bilden diese Strémung um die Platte konform in eine Strémung um einen
Kreiszylinder vom Radius b ab. Die Koordinaten der Abbildung selen mit Z= X +1 ¥,
die Geschwindigkeiten mit ¥V = V, — iV, bezeichnet. Die abbildende Funktion ist?):

R T I )]
Die abgebildete Strémung ist durch die Gleichung gegeben?):
V="V, — {V%:jﬁng’ .

Dabel ist): Vo =11vy.
"Fiir die Geschwindigkeit im Punktc K'(Z =1b) erhalten wir:
Ve=0, Vy=0y, =v,8in 8 . . . . . . . (3.

Wir betrachien nun folgendes QGe-
schwindighkeitsfeld (Abb. 3). Die Platte und
die Fliissigkeit im Urendlichen seien in Rahe.
Von der EKante K der Platte gehe in Rich-
tang der z-Achse eine Unstetigkeitsiliche bis
zum Punkte z,. Die Grifie der Unstetigkeit
(den Betrag des Flichenrotors der Geschwin-
digkeit) bezeichnen wir mit u; wir denken
uns « als Fuoktion von x gegeben: u=u (z).
Die Zirkulation in einer die Platie und die

ar Unstetigkeitsfliche umschliefenden Kurve sei
s ~ Null.

|
A ok
|

]Il

-L——-—.-ul

— T_r};
i&-..:’

I e (7 T I Den Punkien der x-Achse entsprechen
v y‘ SO B 77 | im abgebildeten System nach Gl (2) die
[ I
|1 I
I

{

Pankte: L
Xe=az+Va'—b', ¥=0 (4)
Die Abbildung der Unsietigkeitsfliche legt
e == folglich auf der X-Achse. Die Grtfe der Un-
stetigkeit sel mit U bezeichnet: U = U (X).
Abb. B. Die Geschwindigkeit d V,, die ein Wirbelfaden
an der Stelle X, Y= 0 mit der Zirkulation
dI im Punkte K’ bedingt, ist gegeben durch die Gleichung (vergl. Abb. 3).
1 ar ar
dv"_ﬁﬁ(x-—é"'n-—m)
wobei f) Li=bYX. . . . . . .« v . .. (8)
Dies eingesetzt ergibt:

el X4+
V=52 1=
Wir erhalten damit fiir die Geschwindigkeit V,, welche die von X =0 bis X = X, relchende
Unstetigkeitsfliche im Punkte K’ bedingt (da d I'= U d X):

I=1x,
1 X+b
Pom = imi) T U4 X.
X=1b

1) Grammel, Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges, Braunschweig 1917 8. 68, Gl (8).
?) Grammel, L e. B, 57, GL (3). — ) Grammel, 1. & 8. 53, Gl (8).
4 Grammel, L. c. 8. 57, Gl (6). — % Grammel, 1, c. 8. 28, Zelle 7.
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Nun schreiben wir nach Gl (4): X = a + V'@x? — »?; ferner nach Q1. (1): UdX = udx-
Wir erbalten dann nach entsprechender Aenderung der Grenzen des Integrals fiir die
Geschwindigkeit V, im Punkte K':
T =i,
1

V= —
¥ 2mb

z=h

w(@de . . . . . . . . (8)

Wir ilberlagern die Stromung Abb. 2 und Abb. 3. Soll die Geschwindigkeit der
Fliissigkeit im Punkte K' der Abbildung im betrachteten Augenblick Null sein,’ so muB
nach GL (3) und Gl (6) gelten:

Vi ﬂ\inﬁ=m Vaﬂﬂ(m)dfﬂ . . e e e a (7).

Wir nehmen nun an, daB der Anste]lwinkel £ der Platte sehr klein (anend-
lich klein) sel. Aus der folgenden Betrachtung ergibt sich, da8 bel sehr kleinem
(unendlich kleinem) Anstellwinkel 2, also sehr kleinem (unendlich kleinem) v,,, die Grife
der Unstetigkeit sehr klein (unendlich klein) wird. Denken wir uns die Unstetigkeitsfliche
aus lauter Wirbeltiden bestehend, so bewegen sich diese Wirbeltiden entsprechend obiger
Annahme (sehr angenihert) mit der Geschwindigkeit v,, denn die Geschwindigkeit, die
durch die Unstetigkeitstliche bedingt wird, ist entsprechend dieser Annahme vernach-
liissighar klein gegeniiber der Geschwindigkeit v, (dies gilt fiir alle Pankie mit Ausnahme
des Punktes K).

Denken wir uns jetzt die Fliissigkeit im Unendlichen ruhend und die Platie
bewegt, so kinnen wir entsprechend obiger Annahme des unendlich kleinen Anstellwinkels
die Wirbelfdden als ruhend voraunssetzenm.

Wir fiilhren nun entsprechend Abb. 4 andere Bezeichnungen ein, Die Plaite bewege
sich mit der Geschwindigkeit v, in Richtung der s-Achse. Der zeitlich veriinderliche Ab-
stand vom Ursprung bis zur Kante X sei mit s bezeichnet; s, gebe die Lage der Kante

i a , \e— 01—
| \ ]
— . —_— u'_q.d Y LA
I I wUra) —!
byt |
- 5 |
Abb. 4,

K bei Beginon der Bewegung. « bezeichne die zeitlich unverfinderlichen Lagen der ein-
zelnen Wirbelfiden; u (¢) sei die GrioBe der Unstetigkeit an der Stelle a«. Ohne die
Allgzemeinbeit der Aufgabe zu beeintrichtigen, kSnnen wir die Plattenbreite 25 gleich 1
getzenl). Mit diesen Bezeichnungen geht Gl (7) tiber in:

u,sinﬂ= +.',——-.—~£—‘u(u)du N €)X

Ve—a

v, und § denken wir uns als anktinn von s gegeben. w(a) ist so zu bestimmen, daB
Gl. (8) fiir alle Werte von s erhillt wird.

3. Losung der Integralgleichung fiir den Begdinn der Bewegung. Wir
untersuchen den Bewegumgsvorgang um den Traglliigel, so lange der von d.esem zuriick-
gelegte Weg klelner ist als die Plattenbreite: (s — s) =1. Wir setzen ferner g, = 0.
Wir nebhmen noch an, daB v, sin # endlich sei und innerhalb dieses Bereiches in der
Form gegeben sei:

n=N

v 8in f = Ea,.ﬁ

n=

) Auf die Bewegungsvorginge bel anderen Plattenbreiten schlieSen wir mit Hilte des allgemeinen
dynamischen Aehnlichkeltsgesetzea.
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n selen ganze Zahlen, a. beliebig gegebene Koeffizienten. Wir wollen jetzt zeigen, daf
sich bei dieser Angabe flir u (a) fiir 0 < « <1 schreiben 148t:

me==um

w () = Ec;faml. T )
Wir setzen daher entsprechend GI. (9):

ﬂ,slnﬂ-—Ea..Vs_“—l.'rrEc“ JETEY R Yami.da.

m =0 Ve—¢
Da fiir (s — «) entsprechend den Voraussetzungen 0 =(s — a) =1 gilt, sohreiben wir:
Vids—am Ts::c, (Vs — )3
C, sind bekannte Koeffizienten. Wir erha‘:t‘en damit

n=N pP=00 m==wx g —e —
tpinf= X g Vsn=12a 2 = C‘,c..j(i"s— wpr—=1Vemi.ga . (10)
n=10 p=0 m=0 2
Substituieren wir fiir ¢ = ssin’ s, so ist
=2
f(]«’s —a2r—tYami. ga=2(fs)m+2r l—sin“*s cos?r g ds =2 (Vs)m+2p. Jp 0,
0

Hiarm ist Jm,2p eine nur von m und 2p abhingige, bekannte Konstante. Setzen wir
dies in Gl (10) ein, so erhalten wir durch Gleichsetzung der Koeffizienten der gleichen

Potenzen von Vs (nach lingerer Rechnung) die Lisung in Form von konvergenten Reihen:
Bei der Bewegung der Platte mit dem Auutellwinksl # und der Geschwindigkeit v,:

=

vp 8in 8 = :a,.}fs”

n=10

entsteht eine Unmﬁgkeitsflﬁoha mit der Unstetigkeit

= Dol
— N 1 q°
ule)=n/2 ""' "'V“" U“n"‘?d"" [1 +,£1 2T gln+ Din+ 8, (n+2qﬁ1):|(u)'
Bezeichnen wir mit:
Fry=(0@r—1)-(2r—3)*-(2r—5)*......56%-3%. 12
F(0)=1, F)=1
so 148t sich D, aus der Rekursionsformel berechnen:
r=g—1
Dy=(—11 ¥ (*:)F(q —9)|D| mit Dy=1, D =—1.
r=0

Einige Werte von D, selen angegeben (die gréSeren Werte sind abgerundet) !):

Dy = — 1 Dy =4+ 11426445

Dy =4 b Dy =— 1578702 - 103

Dy = — 69 Dy =<4 301049 - 10°

Dy=4+ 2121 Dy = — 76108 - 10°%

Ds = — 122025 Dip=-+ ' 24165-10"

Fiir die plétzlich mit konstanter Geschwindigkeit bewegte und fiir die mit kon-
stanter Beschleunigung bewegte Platte sind v, sin f, w () und die Zirkulation um den
s .

Tragfiigel ¥ (s) = f w(a)d a fiir s beaw. @<1 in Abb. 5 und 6 dargestellt,
U
) #or Ausfithrong der zahlenm#figen Rechmungen hat mir das mathematische Seminar der

Technischen Hochschule zan Berlin eine Rechenmaschine gur Verfigung gestellt, wofllr ich auch an
dleser Stelle melnen verbipdlichen Dank ausspreche,
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4. NGherungsldsung fiir beschleunigte
Bewegung. Wir setzen in Gl (8) s =1 und a4
fir e=1:u(e) = (Vi) . Die Geschwindigkeit
vy 8in f, bei der diese Unatetigkeitsfliche entsteht,
bezeichnen wir mit dem Index »me«; also

s —
1 }{1 +i—n VI ™.
oo = [V () o
Das Integral der rechten Seite ist mit Hilfe der
konvergenten Reihenentwicklung

\ Un SJJL,{? -#a&l.!-r.b

7 ! 2
\l_@
|
G8 U 5in ff=honst. 14
fﬁ%ﬁ
| 96— 2B QU S /-"
w_,_...--"'""' s.m I. ;
1 1. 5!
N gy — o P ;i-
g E)
& — G a2, e | mmmiis ] m——— - -
A A
S | xs28)5028 L 5 A.fza; 525
&~ g5 gs grs 3 gz gs g 14
Abb. 5. Abb. 6.

R —— . YEwm

Vids—a=V1i+s .E‘c,( = )r R ¢ £
r==A{) 1+¢

16gbar. Die QGeschwindigkeiten (v, sin fl),, sind fir ganzzahlige, ungerade Werte von

m=1 in Abb. 7 dargestellt.

Einige Zahlenwerte sind in der
Zahlentafel 1 (vergl. 8. 24) angegeben.
Fiir gerade Werte von m lassen sich
die Integrale Gl. (12) in geschlossener
Form lésen; wir baben davon im fol-
genden keinen Gebrauch gemacht,

Da nach Gl (8) die Grife der
Unstetigkeit w («) linear von w,sin @
abhiingig ist, gllt mit beliebigen Ko-
effizienten c.:

Bei einer Geschwindigkeit [ver-
gleiche GI. (12)]:

me=1m
(vp5in B)r = X cu (vp 810 B)a =
17 == 11y E-
entsteht eine Unstetigkeitsfliche (14) 5[5
mit der Unstetigkeit: CE
W ==m, ALY
w(@ = 3 ew () @2 1) ABD. 7.
m=my a

Wir setzen jetzt fiir konstant beschleunigte Bewegung des Tragfliigels mit g, =1
z. B. vysin f == 2/ Vs — 1. Es 1Bt sich nun mit Hilfe der Reihenentwicklung Gl. (13)
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Zahlentafel I,
(v, 8In B =1
g—tg= 0 ! 0,25 0,5 ‘ 1 4 9 5 =
I
m=1 0 0,3074 0,4240 0,5802 1,0986 1,6530 | w
8 0 0,2658 0,3273 0,3781 0,4463 0,4836 | 0,6366
5 0 0,2309 0,2567 0,2538 0,2209 0,2208 | 0,2122
7 0 0,2016 0,2046 0,1852 0,1440 0,1346 | 0,1273
9 0 0,1768 0,1659 0,1391 0,1029 0,061 | 0,0910
1t 0 0,1560 0,1387 0,1089 0,0798 0,0747 +  0,0707
beweisen, daB die Koelfizienten ¢, in Gl. (14) so gewidhlt werden kinnen, daB fiir
1<3<§ < niherungsweise!), aber beliebig genan folgende Gleichung gilt:
- = ity
2/nYs — 1 = (v, 8in 8); + Eac.. (vg sin B)n (15),
M=

vorausgeselzt, daf wir filr m ungerade Werte wihlen und m, > 3 hioreichend grofl ist.
Die Koeffizienten c,, sind vorliufiz noch unbekannt. Durch zahlenmifiige Berechnung
beider Seiten von @1, (15) fiir verschiedene Werle von s kiinnen wir die Eoelfizienten c.,
bestimmen (Interpolationsverfabren).
Die bei der durch Gl. (15) angegebenen Geschwindigkeit v, sin 8 des Tragfliigels
entstehende Unstetigkeitsfliche ist nach Gl. (14) bekannt; sie besitzt die Unstetigkeit
+ = &u

“(“)z}/; - (V;) .

Wir geben hier folgende (ziemlich ungenaue) Niherungsldsung an:

u (a) = i}; + 1,433 (]/“i): 3,011 (Vi):- 1,578 (Vﬂ‘z)r

Diese Unstetigkeitsfiiche und die
ihr entsprechende Geschwindigkeit [rechte
Seite von Gl (15)] sind in Abb. 8 ge-
zeichnet. Zum Vergleich ist die Pa-
rabel der konstant beschleunigten Be-
wegung [linke Seite von Gl. (15)] und
die fiir 1 <=«=<2 nach § 3 genau be-

w1y
»v
3

(16).

=

L !
| i hm ol y F-_I.IF |
T T o

18- B
U .m"?,ﬁ-ﬁolmz ifl /,'JJ% ]
/ .

78—

e ! kannte Unstetigkeit der bhei dieser Ge-

/ schwindigkeit entstehenden Unstetigkeits-
/ |___tlsymprote fliche dort angegeben. Die prozen-
| A Waherung) tuellen Abweichungen der niherungs-

| weise angenommenen Geschwindigkeit
[Gl. (15) rechte Seite] von der gege-

A

7é S
|

< _ZBaunSiH | | benen, konstant beschleunigten Geschwin-
KN Gz Hetary, digkeit [Gl. (16) linke Beite] sind in
g " % | folgender Zahlentafel gezelgt’). Auch
: @ ] I die Abweichungen der niherupgsweise
% y ] Eefr) T berechneten Unstetigkeit von der fiir

5428, og2d | | %, 557 75 Woherung) 0 <(z— 8) <1 fiilr beschleunigte Be-
& 7 og 3 ¢ 5 ‘77 &7 g

RN, &S A ' wegung genan ermittelten sind dort an-

Abb. 8, gegoben,

1
1) Um diese Gleichung zu erhalten, mubte f; fur 1 <g¢=<8< o durch eine Potenzraihe wvon
F ]

1/# ersetzt werden, was niherungsweise, aber beliebig genau durch eine hinreichend grofe Anszahl vomn
Potenzen von 1/& miglich iat.

%) Jene Werte von #, die zur Berechnung der Koeffizlenten ewm verwendet worden sind wund bel
welohen folglich der Unterschied verschwindet, sind dureh eine durehgesirichene Null gekennzeichnet,
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§— 8 - 0 1 0,25 I 0,5 J 1 l 4 '} 9 L @
Unterschiede von vp sin @ in vH a9 ! —238 | =18 I [+ [ & [ —0,8 ‘ -]
«— 8 0 025 | 05 | 075 1
Unterschiede von = (a) in vH . . 0 — 2,45 F = 0,56 ]| + 0,83 + 1,66

5. Néherungsldsung fiir konstante Geschwindigkeft. Wir setzen s, = 0 und
fiir s=0: ®©,8in 8 = vp = konst. und baben die Integralgleichung zu lésen [vergl. GL (8)]:

u{e) da.

Wir haben in § 4 eine Lisung gelunden, welche dieser Integralgleichung fiir
0<s5=1 geniigt. Dlese Losung bezeichnen wir mit w, (¢); sie gibt uns die Gréfe der

Unstetigkeit fiir 0 S e < l Um u(«) auch fir g:ijﬂem Werte von @ zu finden, schreiben
wir:

VIrH l"'1+t
=HD A (u}d.a+1.|'n1f T —u(a}du oL (1.

3‘—!‘! 8 — i

Das erste Integral der rechten Seite st dann nach obigem bekanni. Wir suchen jetzt
die Fanktion wu; («), welche Gl.(17) geniigt und die uns die Grife der Unstetigkeit fiir
1S a< o angibt.

Es 148t sich nun mit Hilfe der Reihenentwicklungen Gl. (13) zeigen, da8 bei eni-
sprechender Wahl der Koeffizienten ¢, filr 1 <§ =8 << «» niherungsweise!), aber beliebig
genau folgende Gleichung gi]t- [vergl. Gl (14)]:

Fl

. —

g—lmryl"'s "w()de= 2 c,(vysin ). . . . . (18),
0 Vs—n m=={

Aorausgesetzt, daB wir fiir m un- |

gerade Werte withlen und m; >3 B I ]

hinreichend gro8 ist. Die Be- 16 |

stimmung der vorliufig noch N I

unbekannten Koeftizienten ¢, y""mﬂ “honst=ly | r

__I )

78 |

geschieht durch ein Interpola- | N

tionsverfahren, das dem in § 4 " l 4'_ i

angegebenen #hnlieh ist,. = [ |77 T _"r T ‘ T
Nach Gl. (18) und G1. (14) 70\ | Lo

|

kionen wir nun lir die bei ! ' 1 1
konstanter Gieschwindigkeit ent- gs ! l_,;”fj.==F‘ . 4 Asymprote]
stehende Unstetigkeitsfiiche fiir I T 7 ZEweuiang ]
1=a=4<<o pliherungsweise - as et T A B
gohreiben : P I , , 4]
m= iy -‘S i _!r |
=N (V7 By N T T
Uy (&) = Cm 1fe 19). & |
2 (@) - (F1faym  (19) E‘:A \?;%'%é. _I,____I o )
Hier sei folgende Nihe- :.g /bt 5y2b ! .
rangslisung n.ng&gebg : e e T 6[ — T
us () = vy [1,1328 (} 1/e)? - AbD. 9

— 0,4883 (V1/a)7]
Die dieser Unstetigkeitsfiiche entsprechende Geschwindigkeit [rechte Seite von GI. (18)]
stimmt bis etwa s =7 gut mit der durch die linke Seite von Gl. (18) gegebenen iiberein.

Die prozentuellen Abweichungen beider Geschwindigkeiten sind in folgender Zahlentafel
angegeben (vergl. auch Abb. 9).

s—n |1 [msﬂl 15 | 1 [5|1|:- I

' s
Unterschiede von vpsin § in vH | e | + 0,18 | + 0,27 | 0,00 | 8 I + 2,89 ‘ + 16,8
1) Vergl. FuBnote 1, S. 24.
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} : Um die groBe Empfind-
| : lichkeit der sich von der Kante

pray st Ea B e = ablisenden  Unstetigkeitsfliiche
Lorstehende Unsrerigheiten=u sy | e gz?;ﬁzdgzgﬁﬁm;;
| ! zeigen, haben wir in Abb. 10
—— ==k e noch einige Geschwindigkeiten

UUpl % U , | [ungenane Niherungslsungen ')
Lﬁ#—*—-—s von Gl (18)] und die bei diesen
; Geschwindigkeiten entstehenden

| ——--1 Unstetigkeitsflichen dargestellt.

Wir untersuchen jetst,
welche Geschwindigkeit v, sin 8
des Tragfliigels einem an der
Abflugstelle entstehenden Po-
tentialwirbel entspricht. Zu
diesem Zweck setzen wir:

& Ay
Abb. 10. lim Ju(e)de=7y

d
fiir alle anderen Werte von @ sei % («) — 0. Dann gilt nach Gl (8) mit & = 0:

As
v, 8in f = 1/ I*5 tim w (o) dee
g As=0
L 0
also vpeinf=p/n V14 1/s.

Es entsteht daher z. B. in einer reibungsireien, unzusammendriickbaren Fliissigkeit
sin Potentialwirbel, wenn sich eine ebene Platte mit gerandeter Vorderkante bel urspriing-
lisher Rube in der Flissighkeit mit einer Geschwindigkeit bewegt, die zumindest bei Beginn
der Bewegung (s = 0) der Gleichung entspricht:

vp=CVI+1/s . . . . . . . . . . (20

C ist eine beliebige Konstante. Der Anstellwinkel der Platte ist dabei zeitlich konstant gedacht.
Da die durch einen Potentialwirbel .bedingte Bewegungsenergie der Fliissigkeit
unendlich grof ist, hat dieses Beispiel nur theoretischen Wert.

6. Die Kraftwirkung auf einen bewegten Korper beim Vorhandensein von
Wirbeln (nichi-stationdires réumliches Problem). In einem mit reibungsfreier un-
zusammendriickbarer Fliissigkeit erfiiliten, unendlich ausgedehnten Raum seien im Endlichen
ein Kérper und n Wirbeltiiden vorhanden. Diese im Endlichen liegenden Wirbelftiden
miissen entweder in sich geschlossen eein, oder an der Kdrperoberfliche enden. Wir
setzen die Flilssigkeitsbewegung als drehungefrei und mit Ausnahme der Wirbelffiden als
stetig voraus. Im Unendlichen bewege sich die Fliissigkeit zeitlich konstant nach Art
einer Parallelstromung; der Korper bewege sich beliebig. Von dem Vorhandensein eines
Kraftfeldes werde abgesehen.

Wir denken uns durch eine im Unendlichen liegende, geschlossene Fliche F', eine
bestimmte (zeitlich immer dieselbe) Fliissigkeitsmasse fiir unsere Betrachtung heraus-
geschnitten. Ferner schelden wir alle sich unstetig bewegenden Teile der Fliissigkeit,
also alle Wirbeltiden, durch die Fldchen F, (Fi, Fy...) vom betrachteten Teil der
Fliissigheit. Die Oberfliche des Kbrpers bezeichnen wir mit F:. Durch die Flidchen
F, (FY, Fy'...) machen wir den Raum einfach zusammenhingend.

Vom Fliissigkeitsdruck an den Flichen F,, F: und F, erfihrt der betrachtete Teil
der Flissigkelt eine Kraltwirkung P?), die gegeben ist durch:

ﬂ}:—fpdimfpdfw—fpdf N CTH)

) Um diese »ungenauen NiherungslOsungens zu erhalten, wurde — entgegen dem Giltig-
keltsbereich von Gl.(18) — zur Besgtlmmung der Koeffizienten ¢m nach GL (18) auch der Punkt § =%
herangezogen. — 7} Vektoren sind mit deutschen Buchstaben bezelchnet.
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Wir haben uns dabei die Differentiale df vom betrachteten Raum nach aufien gerichtet
gedacht.

Diese Kraft hat eine zeitliche Aanderung der Bewegungsgrifie B des betrachteten
Teiles der Flilssigkeit zur Folge. Da die Oberflichen dieses Teiles der Fliissigkeit im
Verlanf der Zeit ibre Lage und Form #ndern, wenden wir (fiir die substantielle Aende-
rung) den Stokesschen Operator an und schreiben:

DB
B="r e (2

Bezeichnet dv das Volumen eines Fliissigkeltateilchens, so erhalten wir mit v = grad ¢
und dem Gausschen Integralsatz:

%f.?mfgr&dqidv=fmdf+f¢df+1tpdf. e v« . (23).
Fo F.+3Fy
Bezeichnen wir die Kraft, die der Korper erfihrt, mit P.:

P =[pdf
F’C
und setzen wir fir p — ¢ (— %97: %s), so gilt mit G (21), (22), (23):
”95‘31'=+f df+1fefpd fmdf——fwdf--—ftpdf

F o+ Zr)

Lassen wir ﬂm Flichen F, die Wirbemﬁchen unendlich knapp umsohlieﬁen, und
lassen wir die Flichen F,' bis zu den Wirbelfiden selbst reichen, so verschwindet, wie
eine Grengzbetrachtung zeigt, das zweite und letzte Integral der rechten Seite dieser Glei-
chung. Da ferner die von Wirbelfiden und Korper bedingte Geschwindigkeit im Unend-
lichen unendlich klein dritter Ordnung wird "), ist

.f df_”mjkhﬂe

b bedeutet hierin die nach Annahme 6rﬂich und zeitlich konstante Geschwindigkeit
im Unendlichen.
Wir erhalten also:

1m%14 af — mﬁﬁn_ﬁﬁ
FoZE}

Wir sehen aus dieser Gleichung, da.ﬂ die Wirkung des Korpers anf die Flilssigkeit in
einer vom Fliissigkeitsdrnck herriihrenden Kraft auf die unendlich ferne Grenziliche F,
(das erste Integral der rechten Seite) und in einer zeitlichen Aenderung der Bewegungs-
groe der Fliissigkeit (die beiden letzten Integrale der rechtem Seite) besteht. Beide
Wirkungen sind im allgemeinen von endlicher GréBe. Da jedoch die von Wirbelfiiden
und Kirper bedingte Geschwindigkeit, wie bereits bemerkt, im Unendlichen unendlich
klein dritter Ordnung wird, gilt: By )

f df = == f o df.

o
Wir erhalten also als Kra.ftmrkung auf den Ké&rper:

E[}T=—-g—f'pd N T3
Fob SR

7. Anwendungsbeispiel. Wir wollen jetzt die Strémung als eben voraussetzen.
Die Zirkulation in einer Kurve, die alle Wirbelfiden und den Kirper umschliefit, sei
Null. In diesem Falle gilt Gl. (24) in unverinderter Form.
Wir denken uns die gesamte Strimung ans zwei Teilstrémungen iiberlagert:
1. Der stetigen szirkulationstrelen Strémung des unendlichen Parallelstromes um
den ruhend gedachten K&rper. Geschwindigkeit und Potential dieser Stri-
mung nennen wir bezw, v’ und ¢"

'J Helmhulta, Journal f. reine u, angew, Math., Bd, 53, 1858, 8. 46,
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2. Der Birbmung, welche bel ruhend gedachter Fliissigkeit im Unendlichen
der Geschwindigkeit des Kborpers, der Zirkulation um den Kirper und dem Vor-
handensein der Wirbeltiden entspricht. Geschwindigkeit und Potential dieser
Strémung bezeichnen wir bezw. mit v, und q..

Wir wollen jetzt noch im besonderen annehmen, daf der Kirper sich nicht drehe

(eine reine Translationsbewegung ausfithre) und daf die Wirbeltiden unendlich welt vom
Kérper entfernt seien.

Wir setzen in GL (24) ¢ =, + ¢!

-2 rgf— 2 rdf— P _ D
1o P = DJﬂdflmﬁmﬁ DJ%& DJ@ﬂ-- (25).
F: X."'“' .-( SFN’
Da ¢, an den Flichen F.' stetig ist, gilt .
fg'w’df == 0, folglich aach }‘%quﬂfdf ne 0,
o ¥y

Da v_' als zeitlich konstant vorausgesetzt ist, verschwindet entsprechend der An-
nahme, da8 die Wirbelfiden uaendlich weit vom Korper entfernt sind, auch das erste
Integral der rechten Seite:

D '
}5-‘f¢’m af = o.
fo

Die Flichen F, kinmen zu jeder Zeit beliebig gewihlt werden, sie miissen nur
den Raum einfach zusammenhingend machen. Wir wollen nun fiir den ganzen gzeitlichen
Verlanf der Bewegung alle Flichen F.' von einem bestimmten Punkt des Kérpers
ausgehen lassen. Wiirden wir vom Kérper voraussetzen, daB er sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegte, dann wiirde das Potential ¢, an allen Stellen der Birperober-
fliche im ganzen Verlauf der Zeit (bis auf eine beliebige, trtlich konstante Griofe) einen
zeitlich konstanten Wert besitzen und

.
— j}.‘éf“"“di
'F‘¥

wiirde Null ergeben. Bewegt sich der Kirper jedoch beschleunigt, so ergibt dieses Io-
tegral die der Beschleunigung proportionale, ibr
entgegengesetzt gerichtete Kraft, die der iiberall
stetigen und drebungsfreien Bewegung der Flilssig-
keit bei beschleunigter Bewegung des Kirpers'
entspricht. Diese bei gegebener Kontur prin-
zipiell berechenbare Kraft bezeichnen wir mit .

Wir formen jetzt das letzte Integral der
rechten Seite von Gl (25) um. ¢, ist an den
Flichen F, unstetig; es ist an der einen Seite
der Flichen um I, grifler wie an der anderen
(vergl. Abb. 11). Folglich

Fi _ _D_ . o & 2 )

- Hifq’”df - +mfr"di =+ZL5
SF) K.

Bezeichnet b,, die relative Geschwindigkeit zwischen dem Wirbelfaden » und dem

Kirper, und 3 den Abstand der beiden Parallelebenen, zwischen welchen wir uns die
ebene Stromung stattfindend denken, so ist:

%w=nm¢

Beszeichnet v, die absolate Geschwindigkeit des Wirbelfadens n, so gilt nach dem Helm-
holtzschen Satz fiir die ebene Beweguog von Wirbelfiden in unendlich ausgedehnter
Fliissigkelt Et,=v, 2,

Ist v; die Geschwindigkeit des Kirpers, so gilt v,, = b, — -, folglich
L fsu] = [y (0 — 2N ST
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Bezeichnet I': die Zirkulaion in einer Kurve, welche nur den Kérper umschlieft, so gilt
laut Voraussetzung 2l =TI

Wir erhalten damit nach GI. (25)

Pe=Po+el30-—0). . . . . . . . (26)
Bewegi sich im besonderen der Kirper mit konstanter Geschwindigkeit und be-
zeichnen wir mit P; die GrioBe der Kraft P. pro Lingeneinheit des Kirpers (P = Aut-
triebsdichte) und bezeichnet v, die Grifie der relativen Gteschwindigkeit zwischen dem
Kirper und den Fliissigkeitsteilchen im Unendlichen, so erhalten wir:
Po=pliv,. . . . . . . (27).
P; steht senkrecht auf die Richtung von v,. v, stellt gleiohzeitig die relative Geschwin-

digkeit zwischen dem Kérper und dem »Schwerpunktc (nach Helmholtz) der vorhan-
denen Wirbelfiden dar.

8. Aufirieb der ebenen Platte mit kleinem Anstellwinkel. Zu ermitteln ist
die Kraft

. D
P-'=— o5 f g df,
F4E)
wobei ¢ das Potential der in Abb. 4 dargestellten Strémung ist. Als Fliiche F,' wihlen
wir die Unstetigkeitsfliche.

Wir bezeichnen nun mit ¢ das Potential der stetigen =zirkulationsfreien Fliissig-
keitsbewegung um die mit der Geschwindigkeit », bewegte Platte bei ruhender Fliesig-
keit im Unendlichen; ferner bezeichnen wir mit g das Potential der Stromung, die bei
rubender Platie und ruhender Fliissigkeit im Unendlichen dem Vorhandensein der Unstetig-
keitsfliche und der Zirkulation um die Platte entspricht (vergl. Abb. 3). Da durch die
Superposition dieser belden Strémungen die in Abb. 4 dargestellte Strimung entsteht,
schreiben wir fiir ¢ = q; + ¢ und erhalten:

__ D : D _ ;
P = Qﬂ_tf% afr Q'I;‘tf% di=%+A . . . . . (28).
) P+ F.+F) .
Wir denken uns also die bei der unstetigen Flilssigkeitsbewegung aut die Platte ausgeiibte
Kraft P. aus zwei Teilkriiften bestehend; aus der Teilkraft P, (dem ersten Integral der
rechten Seite) und der Teilkraft A (dem zweiten Integral der rechien Seite).
Zuerst berechnen wir ;. Da ¢, zn beiden Seiten der Fliche F,' den gleichen

Wert hat, ist
ert aat, 18 fqaldf= und D%fq:,df=u.
F!I' Fn'

Das stetige (Geschwindigkeitsfeld um die Platte, also auch das Potential qﬁ ist bekannt.
Wir erhalten fiir den Betrag der Teilkraft P,:

Pam@‘%fmldf‘nga’i‘(nb“vpsinﬂ)ﬂgnb
Fe

g @ (g 8in £)
at

(29).

Die Richtung von %, ist senkrecht zur Plattenoberfliche.
Diese Teilkraft P, ist ebenso groB wie die Kraft, die
bei der stetigen Fliissigkeitsbewegung auf die mit zeit-
lich verlinderlicher Geschwindigkeit v, sin § bewegte
Platte ansgeiibt wird.

Wir gehen jetzt zur Ermittlung der Teilkraft A
tiber. Dazu betrachten wir zuerst folgende ebene
Strémung (Abb. 12),"

Um die ruhende kreiszylindrische Kontur Fr vom
Radius b sel elne Zirkulation von der Grife — I vor-
handen; im Abstand X; wvom Mittelpunkt der Kontar
befinde sich ein Wirbelfaden mit der Zirkulation 4 I
Wir bezeichnen mit 9; das Geschwindigkeitspotential.
Gesucht ist das Integral

f[w.ar.
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Wir denken uns den Zylinder von bewegter Fliissigkeit erfiillt-; um die Grenzbedin-
2
gung an der Kontur zu wahren, nehmen wir an der Stelle X, = ;; Y1 = 0 einen Wirbel-

faden mit der Zirkulation — I"' an. Da die Kontur als rubend vorausgesetzt ist, ist die
Bewegungsgrife B der innerhalb der Kontur sich befindenden Fliissigkeitsmasse: B — 0.
Andererseits ist dile Bewegungsgrifie durch das Integral gegeben (beziiglich der Bezeich-

nungen 8. Abb, 12) $*0=_ (badi_gqu df

Daraus folgt, da8 f @, df
parallel zur Y-Achse liegt. Der Bestrag des Integrals ist
‘fm. df‘— re—x)=r@p=2). ... . . 6o

Bezeichnen wir mit (bu; die GréBe von @; an den Punkien P’ der Kreiskontur, so
kénnen wir den Betrag dee Integrals auch in der Weise anschreiben:

—b
[f‘i’n df I = gfﬂ’sxd X,
Fy +5

Wir bilden mun die Stromung um die Krelskontur mit Hilfe von Gl. (2) konform
ab in eine Strémung um die ebene Platte. Der Wirbelfaden befindet sich dann im System
der Platte an der Stelle & =y, y =0, die der Stelle X = X,, ¥ =0 des Systems der
Kreiskontur entspricht,

Da bei der konformen Abbildung eines Kreiszylinders in eine Platte nach Gl. (2)

den Punkten P (%, y = 0) der Plattenoberfliiche die Punkte P (X =x, ¥ — Vb? —a?) der
Zylinderoberfliche entsprechen, hat das Potential ¢s, an den Pankten der Plattenoberiliche
den gleichen Wert wie das Potential (’; x an den Puunkien gleicher Abszisse (z — X) der

Zylinderoberfliiche; folglich ist
—b —b
ﬂfqﬁg dX = ‘lf'rly d .
+b + b

=|f¢,df‘=f‘(b—;—:).

Folglich [mit G1. (30)]

y

Reicht die Fliche F,' (Abh 12) von @ =2 bis ar—ua:@, go ist
f@;df‘— {I.'o'-— B -3 )]
FP+F’

Die Richtung des Integrals der Linken Seite ist nach Vorhergehendem die y-Richtung.
Bewegt sich die Platte in Abb. 12 mit einer Geschwindigkeit v, nach links, so ‘wird
bei Verwendung von GI. (31) und Gl (4):

oot =i foret| - =ro
P_P+FJ b

Ist nicht ein Wirbelfaden, aondern eine Unstetigkeitsiliche ant der - Achse vorhanden,
so fassen wir diese Unstetigkeitsfliche als geschlossene Relthe von Wirbelfiden mit der
Zirkulation d I’ =u («¢) d @ aul. Das Potential ¢; der durch diese Unstetigkeitsfliche be-
dingten Stromung lift sich pun durch die Summe der Potentiale der durch die einzelnen
Wirbelfiden bedingten Surémungen darstellen. Da alle diese Wirbelliden sich relativ zur
Platte mit der Geschwindigkeit v, bewegen, erhalten wir mit den in Abb. 4 angegebenen
Bezeichnungen fiir den Betrag von U:

—o| —fquf‘_vp L%gu(a)du
R r Vio—a)+te—a)
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und nach einer Umformung:

* F
— (e)da
A= va'_i_"_'?__fu(u do— f x——;;—_:,
¢ a—a ) 0% Vie—a)+ (e — a)?
o

. 5
Betrachten wir im besonderen die Unstetigkeitsiliiche, die sich bei der Bewegung der
Platte von der Kante K ablist, so erhalten wir nach Gl. (8):

A=ngv, sinf — aowv,

uin)da
R ——————————— - . . - * 32 »
4 Vie— o)+t — a)? (82)
Wir erbalten also mit Gl. (28) (29) (32) fiir den Betrag der Tragiliigelkratt P.:
&
+ﬂgvp’sinﬁ—:'.-'9{lv, _ﬂ(alda
Vig—a)+ (s —a)?
Ty

Darch diese Gleichung ist, in Verbindung mit Gl (8), bel gegebenem w,sin 8 oder ge-
gebenem u () die auf die Platte wirkends Kraft bekannt,

Fiir die durch Gl (12) definierten Geschwindigkeiten (v, sin 3),, sind die Teilkrifte 4
in Zahlentafel IT eingetragen. Auch fiir die Bewegung des Tragiliigels mit konstanter
Geschwindigkeit, fiir konstant beschleunigte Bewegung und fiir die Bewegung entsprechend
G1 (20) wurden die Teilkrifte 4 berecbnet; einige Zahlenwerte seien hier angegeben
(vergl. auch Abb. 5, 6, 8 und 9).

d (tp sin @)

IJ1=P{,+£EWJ’4Q T

(33).

Zahlentafel II.
4

2bmgudeing "

2— g = o | o2 | 0s | 1 4 | e | e
|
(1p 8im @) 0,5 0,5884 | 0,5718 | 0,6243 | 0,7797 | 0,8667 |
(vp 8in By 0,5 0,5405 0,5778 | 0,6411 0,8263 0,9131 1
(vp sin @)y 0,5 | 05427 | 0,5846 | 06582 | 0,8607 | 0,0873 1
vpaln = | (vpsinfh 05 | 05450 0,5916 | 0,6744 0,87986 0,9452 1
Ve—s 0,6 0,5486 | 0,5764 | 0,6202 | 0,7769 | 0,8688 1
3 — _"1_"
]/1-—1- - 0,5 0,8 0,6667 I 0,75 0,9 0,05 1
& — 1
o | |
s—tpm= o o2 | o5 | 1 | 2 | 5 | 10 ®
vy = konst, 0,5 0,5557 0,6006 | 0,6693 ‘ 0,75682 0,8745 0,9821 1
wemf=| 4/ 1
14— 05 | 08 0,6667 | 07 | 0,8338 | 0,9187 | 0,9545 1
] - &p ]

. Die in § 4 und § 5 fiir v, sin f = 2/7 Vs—1 und ¥, 8in 3 = konst, berschneten
Funktionen u () sind, wie wir bemerkt haben, ungenau. Diese Ungenaunigkeiten haben
jedoch nur wenig EinfluB auf die Berechnung der Teilkraft 4 nach Gl. (32), da be-
sonders fiir griflere Werte von s das zweite Glied der rechten Seite von Gl. (32) klein
ist gegeniiber dem exakt berechenbaren ersten Glied.

9. Einfluf der Zihigkeit. Die Zirkulationstheorie ergibt beziiglich des Auftriebes
Werte, die sich bei kleinen Anstellwinkeln der Tragiliigel gut den Versuchsergebnissen
annihern Es sei hier noch eine Forderung erwihnt, die wir an die Formgebung eines
Tragfliigels stellen miissen, damit auch bei der Bewegung des Tragfliigels in wirklicher
(ziiher) Fliissigkeit sich eine Strimung einstellt, die der berechneten #hnlich ist und so bei
grofen Auftriebskiiifien einen geringen Widerstand ergibi.

Nach der Prandtlschen Grenzschichtentheorie 16st sich bald nach einem Druck-
minimum die Strémung von der Oberfliche eines Kirpers ab, Wiirde sowohl an der
Oberseite wie auch an der Unterseite des Tragfliigels ein Druckminimum vorhanden sein,
80 wiirde sich die Strimung an der Oberseite und an der Unterseite vom Tragfliigel ab-
losen und die Hinterkante wiirde sich in einem Raum mit nur schwach bewegter Fliissigkelt
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(Totraum) befinden. Sie kann in diesem Fall nicht mehr mafigebend gein fiir die Strémungs-
vorgliinge und es wird sich eine mit geringerem Auftrieb und griflerem Widerstand
verbundene Strémung einstellen.

Da ein Druckminimum am Tragiligel unvermeidlich ist, wenn dieser iiberhaupt
eine Kraftwirkung erfahren soll, mu8 ein Tragtliigel so geformt sein, daf nur an seiner
Oberseite ein Druckminimum vorhanden istl).

Die an der Oberseite des Traglliigels entstehende Wirbelschicht zerfilllf, wie Versuche
zeigen?), in Wirbelfaden #hnliche Gebilde. Diese Wirbelbildungen lassen sich durch die
Theorle der Bewegung der reibungsfreien Flissigkeit um einen Korper mit einer
Kante nicht erkliren.

10. Momeniengleichung. Auf Anregung von Hrp. v. Mises habe ich noch den
Angrifspunkt der Tragfifigelkraft beim nichtstationdren Problem berechnet.

Wir betrachten einen unendlich ausgedehnten, von Fliissigkeit erfiillten Raum, in
welchem ein Edrper voihanden ist. Besziiglich der physikalischen Eigenschaften und des
Bewegungszustandes der Fliissigkeit machen wir wieder die Annahmen, die wir in den
beiden ersten Absitzen des § 6 besprochen haben, Wir behalten auch die in § 6 gewihlten
Bezelohnungen bei. Wir nehmen jedoch auferdem an, da die Fliissigkeit im Unend-
lichen ruhe (v, = 0).

Bezeichnet L irgend einen im Raum ruhenden Punkt, anf den wir das Moment
der Bewegungsgrife (den Drall) Dy der von den Flichen ¥, und F:?) begrenaten Fliissig-
keitsmasse beziehen, so gilt fiir die zeitliche Aenderung dieses Dralls:

Di]'r._
m—ﬂ]?;...........(afl).

Hierin bedeutet M; das Moment der HuBeren Krifte (Fliiseigkeitsdruck an den Flichen
F_ und-F;) beziiglich des Punktes L.

Gibt der auf L bezogene Radiusvektor r die Lagen der einzelnen Fliissigkeitsteilchen,
50 berechnet sich der Drall mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes zu

m‘—,=pf[r b]dv=ef[tgra.dgp]dv

E'D:,={:fm[tdﬂ+9f¢[rdﬂ N T
- s
Wir haben uns dabei (wie in § 6) die Differentiale d f vom betrachteten Raum nach aufien
gerichtet gedacht.

Bezeichnet nun wieder . die vom Fliissigkeitsdrnck auf den Korper ausgeiibte

Kraft, bezeichnet ferner r: einen Radiusvektor, der vom Puunkt I zur Wirkungslinie von
P- geht, s0 kinnen wir fiir Di. schreiben:

g]lr."!'—[f':s-p-r]— P[tdﬂ e s e e (33).
/

Mit p=—¢ (%—f . %') und bei Beachtung von Gl. (34), (35), (36) erhalten wir nun:
\ .
el =+ 32+ 7) rafl — 2 [olraf — > etat
F F Fo3Fy)

Da v an der tltlﬂlldlit.':h fernen Grenzfliche entsprechend den Annahmen unendlich klein
8. Ordnung ist, 148t sich beweisen, daf

[Swaf=0 una das j%if[rdi]—l%fm[rdﬂ“—‘ﬂ.
.Fm Fm

o

) Prandtl, Yerh. d. ITI intern. Math.-Eong., Heldelberg 1904, Abb. 5 und 8,

*) Prandtl, Jabrb. d. Luft-Fahrzeug-Ges. 1912/13, Abb. 4 und 5.

% Obwohl es micht ganz exakit Ist, lassem wir der #ibersichtlichen Darstellung halber die Flichen
Fu (welche die sich unstetig bewegenden Telle der Flussigkelt, also dle Wirbelfdden, vom betrachteten
Tell der Flossigkeit scheiden) aus der Betrachtung fort und denken uns dafiir die den Raum einfach
zusammenhingend machenden Flichen Fy' bis zu den unendlich dinnen Wirbelfiden selbst reichend.
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Wir erhalten das Resultat: ['I:-: %t] -— BD'Equ [l' d i} e (37).

F +2F)

Wir wenden jetzt diese Gleichung aunf die ebene Strémung um die Platte an.
Wir legen bei der in Abb. 4 dargestellten Stromung den Ursprung des Achsenkrenzes
in die Miite der Platie; das Achsenkreuz bewegt gich also auch mit der Geschwindigkeit
ty. Aul der in Richtung der ebenmen Platte liegenden o Achse wiihlen wir den rubenden
Bezugspunkt L, dessen Abszisse wir mit x; beszeiochnen; wxz; vemingert sich pro Zeit-
einbheit um v,.

Da die in § 8 berechnete Tragfliigelkraft . senkreeht auf die Platte wirkt, erhalten
wir fiir den Betrag des Momentes dieser Kraft um den Bezugspunkt 41):

| = re Po=o| 2 [oleai)| =e 2 [p @ —a) da

Fo o+ F, oy ol
Hierin bedeutet ¢ das Potential der in Abb. 4 dargestellten Stromung, Mit r; haben wir
den Abstand zwischen dem Angriffspunkt der Kraft P: und dem Puankt L bezeichnet.
Schreiben wir wieder mit den Bezeicunungen des § 8 ¢ = ¢1 4 ¢z, 80 erhalten wir:

1fpr¢P1=-1—)D-t q'h(m‘m}dw—f-%fq'u(m;—m)da:. A 1)
ot E) F +F}
Nun ist [vergl Gl (29)]
zrjpde=—aLm by, 8ind, fmwdm=o
E F.

T

und, da ¢, an der Fliche F,' stetig ist
f@n (xz —x)dx=0.
_FI

Da sich bei der Bewegung der Plaite x; und v, sin 8 &ndern, erhalten wir:

1% qu(er —a)de=ndv,sinf —;czﬂb’f-(";;:—"—ﬂ
F_+F}

Um das zweite Integral von Gl (38) zn berechnen, betrachten wir zuerst das
Geschwindigkeitsfeld Abb. 12. Setzen wir der Kiirze halber Xy — X; = 2a, so erhalten
wir fiir das Potential dieser Strimung um die Kreiskontur (beziiglich der Bezeichnungen
vergl. § 8 und Abb. 12):

Ir
(Ba-—z-;amtg[

(39).

2a ¥ 1
X—Va? + 97 + P“—a’J'

Setzen wir in dieser Gleichung fiir ¥ = Vb? — X%, so erhalten wir das Potential ¥z an
der Kreiskontur, .

Fiir @ = X gilt, wie bereits in § 8 bemerkt, q3p == tlyz; daraus folgt, dafl
+h

+b
f@:}'ﬂ?dﬂ?;— d’;de,X-
—h

Uy x ist nach obigem bekannt. Durch Ausfiihrang der Integration erhalten wir:
bt
o =T 1.2
ffp,l_p dx /18 (b Xn’) .

+b
Nun ist Jgﬂ,mdm=ejq.pmdw=‘n’4 (bs_h_?) N € ()
Xy
b

Fp -
1) Bel der Auswertung des Integrals der rechten Seite milssen wir beachten, dad des Integral

auf belde Seiten (Oberseite und Unterseite) der Flichen F: und F.' zu erstrecken ist und daB die Fldchen-
elements df in Gl (87) vom betrachteten Flii=sigkeitsranm nach anfen gerichtet sind.

8
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Wir erhalten ferner (vergl. § 8) \
' B
= —_ — D C 3 O 8
a:rJ‘Pl de=uar (ﬁ xn) (41)
p
Da q; aut der einen Seite der Fliche F,' um I griBer ist wie auf der anderen, ist
Jtp. (xz —x)dax=TI(x, — ) (ae;,-» E'L::"B) e o . . (42).
Fr

Bei der Bewegung der Platte mit der Geschwindigkeit », nach links (in Abb. 12)
indern sich @, und xr; dementsprechend erhalten wir mit Gl (40), (41), (42) und bei

1 (4 i
Beachtung von Gl. (4) _{‘_J% (@n—a) doe = - 2% [y,
Dt 2 Vag® —v?
FptFy

Da nun bei der Strémung Abb. 4 nicht nur ein Wirbelfaden, sondern eine Unstetig-
keltsfliche vorhanden ist, deren einzelne Wirbelftiden die Zirkulation u (a)d « besitzen
und sich relativ zur Platte mit der Geschwindigkelt v, bewegen, erhalten wir mit den
Bezeichnungen der Abb. 4

3 3

— 1 ()d
£qu=(m;—m}dm=«——w;n, —',—'—G._._____ﬂ———ﬂ(ﬂ)dﬂ-ﬁ-ifs”) —-;‘i—m-—-
Dt Vo) + G—a) Vis—a) + 6 —a)?
F.+F) & *o

und nach einer Umformung des ersten Integrals der rechten Seite (wie in § 8) und bei
Beachtung von GI. (8)

X

D . () d e
—Jtp:{m;——w}dm:——m;ﬁv,’smﬁ—(—-—m;+‘h)"hvp e
Dt Vie—a) + (6 —a)?
F, +Fp %

Setzen wir auch in GL (39) 2 b = 1, so erhalten wir entsprechend G1. (38), (39), (43)
und mit den Bezeichnungen des § 8:
e Pr = _QELPb‘F(""wL-F lh).d. e e e e . (a4
Wir kinnen uns also beim behandelten nichtstationiren Problem der Fliissigkeitsbewe-
gung um die ebene Platte die Kraftwirkung aut die Platte aus zwai Teilen bestehend denken:
1. der Kraft P, Gl (29), in jedem Augenblick im Mittelpunkt der Platte angreifend;

2. der Kraft 4 Gl (32), in jedem Augenblick auf '/, der Plattenbreite 20 von vorn
angreifend. ’ :

(43).

11, Drehbewegung einer Platte. Wir behandeln anhangsweise folgendes Problem:
die ebene Platte von der Breite 25 =1 bewege sich mit zeitlich nach Griie und Richtung
verfinderlicher Geschwindigkeit dareh die Fliissigheit und drehe sich glelchzeitlg mit
zeltlich verfinderlicher Winkelgeschwindigkeit w. Die Fliissigheit im Unendlichen sel in
Ruhe (v, =0). Wir setzen ferner voraus, daf der Anstellwinkel der Platte, die Aende-
rungen der Bewegungsrichtung der Platte und die Winkelgeschwindigkeit der Platte im
ganzen Verlauf des Bewegungsvorganges sehr (unendlich) klein sind.

Wir bezeichnen mit M den Mittelpunkt der Platte; mit P, ist der Pankt, der in
der Mitte zwischen M und der Vorderkante liegt, mit P, der Punkt, der in der Mitie
zwischen M und der Hinterkante liegt, begzeichnet. Wir bezeichnen ferner (aus spiter
ersichtlichen Griinden) mit v, dle im allgemeinen nach Gréfe und Richtung zeitlich ver-
inderliche Geschwindigkeit des Punktes P, (nicht die des Pankes M). Wir kinnen dann
jede beliebige Bewegung der Plaite in jedem Augenblick darstellen durch:

1. elne Translation der Platte mit der Geschwindigkeit v,

2. eine Drebung der Platte um den Punkt P, mit der Winkelgeschwindigkeit o,
Den (Anstell-) Winkel zwischen der Richtung von v, und der Richtung der Platte be-
zeichnen wir mit .

Bei der nichtstationliren Fliissigkeitshewegung um die so hewegte Platte list sich
(im allgemeinen) eine Unstetigkeitsfliche von der Hinterkante der Platte ab; diese Unste-
tigkeitsfliche berechnen wir wieder anf Grund der Bedingung, da8 die Geschwindigkeit
der Fliissigkeit an der Hinterkante in jedem Augenblick endlich ist. Zwecks Ausfiihrung
dieser Rechnung denken wir uns das Geschwindigkeitsfeld der Flilssigkeit in jedem Angen-
blick durch Ueberlagerung der beiden Geschwindigkeitsfelder I und II dargestellt:



Bﬁgﬁr&rﬁfgﬁf Wagner, Dynamischer Auftrieb von Tragflilgein 1)

I nennen wir das Geschwindigkeitsfeld, das der Trapslation der Platte mit der
Geschwirdigkeit v, und dem Vorhandensein der Unsietigkeitsiliiche und der Zir-
kulation nm die Piatte entspricht;

II nenoen wir das Geschwindigkeitsfeld, das bei stetiger, zirkulations- und drehungs-
freier Bewegung der Fliissigkeit der Drehuog der Platte um den Punkt P, mit
der Winkelgeschwindigkeit @ entspricht.

Es 1iBt sich nun beweisen, daB das Geschwindigkeitsleld II bel jedem beliebigen
o endliche Geschwindigkeit an der Hinterkante besitzt') (bei Drehung der Platte um
jeden andern Punkt ist die Geschwindigkeit an der Hinterkante unendlich grof). Da
das Geschwindigkeitsfeld IT in jedem Augenblick endliche Geschwindigkeit an der Hinter-
kante besitzt, so muf (wenn das duroh die Ueberlagerang der beiden Geschwindigkeits-
felder I und II entstehende Geschwindigkeitsfeld in jedem Augenblick endliche Geschwin-
digkeit an der Hinterkante haben soll) auch das Geschwindigkeitsfeld I in jedem Augenblick
endliche Geschwindigkeit an der Hinterkante besitzen. Dies ist aber dann (und nur dann)
der Fall, wenn Gl (8) gilt.

Bei Translation und gleichzeitiger Drehung der Platte berechnet sich also die Grifie
der Unstetigkeit u (&) der entstehenden Unstetigkeitsfliche aus der Gleichung

Vima

wobei v, und # die zn Beginn des § 11 angegebene Bedeutuug haben. Die fibrigen
Bezeichnungen sind vom § 2 iibernommen.

Die bei dieser Fliissigkeitshewegung anf die Plaite wirkenden Krifte und Momente
bestimmen wir wieder nach Gl. (24) und GI. (87). Wir zerlegen das Potential ¢ der um
die Platte bestehenden Strémung in die beiden Potentiale ¢, und qs; also ¢ = q1 + q3.
Und zwar bezeichne ¢, das Potential der stetigen, zirkulations- und drehungefreien
Fliissigkeitsbewegung um die mit der QGeschwindigkeit v, bewegte und sich gleichzeitig
mit ® um den Pankt P, drehende Platte; q; bezeichne das Potential der Strimung, die
bei ruhender Platte dem Vorhandensein der Unstetigkeitsfliche und der Zirkulation um
‘die Platte entspricht,

Die Bewrige von D D f
qu" dax und Y 73 & dx
FYE) P+ F)

werden durch Gl. (32) und GII (43) gegeben.
Da ¢, bekannt ist?), wollen wir hier von der Durchfiihrung der Berechnung und

der Angabe von
p_:fq"”dx undﬁfqlmd:c
F.+Fy F.+ F}

v,sin6=lfﬂfn+s u(w)dea,
8y

im einzelnen absehen.
Das Resultat li8t sich am einfachsten in folgender Weise angeben:

Bei der behandelten Fliissigkeitsbewegung kinnen wir uns die Krafiwirkung aul
die Platte aus folgenden Teilen bestehend demken:

+ 1. einer in P, angreilenden Kraft von der Grife
]
(a) d (a)
+mouv,eing — 1 vf B e S
eey’uin § 2e v Vo-ate_ab
d (v, sin )
at i
8. einer in der Mitte zwischen M und P, angreilenden Kraft von der Grobe
‘lfl.i TQ dﬂ:,
4, einem Drehmoment — Yis7 oo, @

v, und # haben die zu Beginn des § 11 angegebene Bedeutung. Den Drehsinn von o
haben wir so gew#hlt, daB ein positives @ ein positives # vergrifert. 437

2. einer in M angreifenden Kraft von der Grdﬁa G+ Yymp—

) Da das Geschwindigkeitateld II bekannt fist- (vergl. Lamb, 1, c. 8. 107), sel der leleht zu
filhrende Bewels hier fibergangen.
) Vergl. Lamb, L c. B. 107,

A



